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“La geometria fractal canviarà a fons la seva visió de les coses. 
Continuar llegint és perillós. S’arrisca un a perdre definitivament 
la imatge inofensiva que té dels núvols, boscos, galàxies, fulles,  
plomes, flors, roques, muntanyes, tapissos, i d’altres moltes coses. 
Mai tornarà a pensar el mateix de tots aquests objectes”    
Michael Barnsley (1988) 
 
1. Introducció 
 
Fa uns mesos un professor d’aquest màster ens va preguntar a classe si sabíem que feia poc 
havia mort Mandelbort...silenci i mirades esquives. Finalment el professor va refer la pregunta, 
Sabeu qui és Mandelbort, no? El pare dels fractals!. Jo, i em fa la impressió que la immensa 
majoria, tots titulats universitaris de carreres tècniques, no n’havíem sentit a parlar mai (o no hi 
guardàvem cap referència significativa al nostre disc dur!) ni de Mandelbort ni dels fractals. 
 
Van ser només uns minuts els que el professor va dedicar al tema, tampoc hi són al currículum 
del màster els fractals!, però ja vaig percebre que quelcom fascinat s’amagava darrere aquest 
concepte tant obvi com complex. 
 
Abans de plantejar el problema objecte d’aquest treball crec oportú fer una breu introducció al 
concepte de fractal. 
 
 
1.1 Benoît Mandelbort i Els Fractals  
 
La definició exacta de fractal encara està per consensuar. El que si sabem segur és la seva 
etimologia. Benoît Mandelbort va ser el seu inventor. Aquest matemàtic nascut al 1924, va 
començar a treballar a IBM al 1958 per fer un anàlisis del soroll i les pertorbacions elèctriques.  
A l‘any 1975, després d’estar vint anys estudiant el comportament de les rugositats i les 
pertorbacions, buscava títol pel llibre que acabava d’escriure sobre el tema…Va agafar el 
diccionari de llatí del seu fill i va buscar la paraula “fractura” i la paraula “fracció” i va veure que 
tenien l’arrel comú en l’adjectiu “fractus, fracta, fractum”, era perfecte.  
 
L’any 1977 va publicar el llibre Fractals: Form, Chance and Dimension i a l’any 1983 The 
Fractal Geometry of Nature (traduïts al castellà per Tusquets, 2006 i 1997 respectivament). 
 
 
”....Fins llavors, la ciència s’havia ocupat de tots els problemes en els 
que les estructures eren principalment suaus i regulars, i jo volia 
estudiar els fenòmens estranys que ningú estava estudiant. Jo volia 
estudiar la rugositat...Per què a la prehistòria, l’home o la dona 
primitius ¿Quina quantitat de formes suaus veien? Molt poques: la 
lluna plena, la pupila de l’ull, alguns aliments esfèrics. Però moltes, 
moltes poques coses eren així. La resta era rugosa. Què van fer les 
matemàtiques? Van començar per les coses simples i van 
desenvolupar la geometria i posteriorment la ciència detallada. ¿Que va passar amb les 
rugositats? Dons que van quedar a mans dels artistes...” (B.Mandelbort, entrevista E. Punset a 
la Universitat de Yale. Programa Redes de TVE 22 de febrer de l’any 2007 ).  
 
 
 
 
Va definir El Conjunt de Mandelbrot, un dels fractals més 
coneguts i més complexes. Avui en dia és un dels 
principals objectes d'estudi de la dinàmica complexa 
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1.2 Els Fractals  
 
Una de les definicions més acceptada és que un fractal és un objecte de dimensió fraccionaria 
creat després d’un procés d’interacció indefinida, on l’ iteració següent actua sobre el resultat 
obtingut a la fase anterior. En moltes ocasions la forma de construir-los és molt senzilla. Es 
necessita poca informació per obtenir-los però el resultat final pot ser d’una gran complexitat, 
(Redondo y Haro, 2004). 
 
La dimensió és una característica clau que defineix a un objecte fractal, però n’hi ha d’altres 
factors que es donen a molts d’ells, encara que no a tots, i que fan que la recursivitat també 
esdevingui una propietat present a la majoria de fractals: 
 Autosimilitud : El conjunt fractal pot dividir-se en parts tant petites com es desitgi i totes 
aquestes parts són un còpia del total. 
 Iteració : Els objectes s’obtenen mitjançant un procés repetitiu aplicat als resultats 
obtinguts a cada fase de manera indefinida. 
 Infinit detall : Al ampliar un fractal van apareixen molts més detalls de la seva 
estructura. 
 
A mig camí entre la línia i el plànol, entre el plànol i l’espai, trenquen amb el concepte clàssic de 
dimensió, donant lloc a l’origen d’una nova geometria: la geometria fractal. L`interès enorme 
d’aquests objectes és que proporcionen models que simulen estructures presents a la natura i 
que possibilitin la realització de manipulacions matemàtiques que poden ser aplicades a molt 
àmbits del coneixement. 
 
1.2.1 El Fet Diferencial de la Dimensió : Geometria Fractal vs Geometria Euclidiana  
 
¿Per què no podem mesurar objectes fractals aplicant la geometria euclidiana? 
 
Per que aquests objectes, sobre tot els naturals, s’allunyen de la linealitat de la geometria 
euclidiana. 
 
El concepte de dimensió que s'utilitza a la vida quotidiana, dimensió topològica, va ser 
formalitzat pel matemàtic francès Henri Poincaré a finals dels S.XIX i respon al concepte 
euclidià que els objectes geomètrics són punts, rectes, plans,..es a dir, ens ideals concebuts 
per l’home per modelitzar els fenòmens naturals i quantificar-los mesurant longituds, àrees i 
volums.  
 
Hi ha cinc dimensions topològiques: 
 
D = -1 correspon al conjunt buit 
D =  0 correspon al punt (no té mesura) 
D =  1 correspon a la recta (té mesura de longitud) 
D =  2 correspon al pla (té mesura de superfície) 
D =  3 correspon al espai (té mesura de volum) 
 
Posteriorment, però molt abans que Mandelbrot definís als fractals com a tals, a principis del 
S.XX, Felix Hausdorff va enunciar la dimensió fraccionària o dimensió de Hausdorff com una 
generalització de la dimensió topològica. 
 
Actualment, s’accepta que un objecte és Fractal quan  
La seva Dimensió es fraccionària, o 
La seva Dimensió de Hausdorff  > la seva Dimensió Topològica 
 
¿Per què la dimensió de Hausdorff  és una generalització de la dimensió topològica? 
 
Fem un desenvolupament bàsic (Zapata, 1996). 
 
Anàlisis d’un objecte de D=1. Partim d’un segment de longitud L=1 i el dividim en segments de 
longitud p obtenint N(p) parts, de tal manera que 
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N(p).p1 = L =1 
 
Qualsevol que sigui  p: 
 
 
Anàlisi d’un objecte D=2. Partim d’un quadrat de superfície S=1 i el dividim en quadrats de 
costat p, el número d’unitats N(p) que és necessari per recobrir-lo compleix que 
 
N(p).p2 = S = 1 
 
Qualsevol que sigui  p: 
 
 
Anàlisi d’un objecte D=3. Partim d’un cub de volum V=1 i el dividim en cubs d’aresta p, el 
número d’unitats N(p) que és necessari per conformar-lo compleix que 
 
N(p).p3 = V = 1 
 
Qualsevol que sigui  p: 
 
 
De tot això podem generalitzar que la dimensió d’un objecte geomètric és D si 
 
N(p).pD = 1 
 
On N(p) és el número d’objectes elementals de grandària p que conformen l’objecte. 
 
Si aïllem D, concloem que la dimensió d’un objecte es 
 
D = log N(p) / log (1/p) 
 
Les dimensions fractals son nombres no enters o fraccionals i ens indica el grau en el qual 
l’objecte fractal omple la dimensió euclidiana a la que és immers. Es a dir, la dimensió fractal es 
pot interpretar com una mesura de la irregularitat del objecte fractal. Un fractal natural de 
dimensió 2,8, per exemple, tindria una forma de esponja aproximadament tridimensional en 
aparença. En canvi, un fractal natural de dimensió 2,2 seria un objecte molt més suau que seria 
molt més a prop de semblar un pla. 
 
Si fem una comparació molt generalista de la dimensió Euclídia i la Dimensió fractal podriem 
concloure que  
 
Dimensió Euclídea Dimensió Fractal 
Concepte Tradicional (més de 2000 anys) Concepte Modern (aprox 30 anys)  
Dimensió entera Dimensió fraccionaria  
Apropiada per linealitats (formes habituals de 
les creacions de l’home)  
Apropiada per rugositats (formes habituals a  
la naturalesa) 
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1.2.2 Tipus de Fractals  
 
La realitat és que els fractals són objectes, matemàticament parlant, complexos. El seu tret 
d’identitat és que tenen dimensió no entera però calcular aquesta dimensió moltes vegada 
requereix sofisticats càlculs matemàtics i recursos informàtics . Hem de ser conscients que els 
fractals literals són una idealització; els objectes reals són producte de processos que actuen 
només sobre un rang d’escales finites. 
 
Adjuntem una classificació general dels tipus de fractals en funció de la seva complexitat 
matemàtica (Álvarez Saiz, 2009) 
 
 
Tipologia dels Fractals 
 
1.2.3 Fractals Geomètrics Lineals Representatius  
 
Els fractals lineals són els de tractament més senzill ja que es construeixen amb un simple 
canvi a la variació de les seves escales. Responen a les característiques identificatives dels 
fractals : Autosemblança i dimensió fractal però aporten un altre tret identificatiu: son 
exactament iguals en totes les seves escales fins l’infinit. Molts d’ells van ser definits per 
matemàtics anteriors a Mandelbort. 
 
Conjunt de Cantor   
 
El conjunt de Cantor, introduït pel matemàtic alemany Georg Cantor (1883), és un conjunt 
fractal que es construeix dividint un segment en tres parts i suprimint el segment central. Tot 
seguit es procedeix a fer el mateix als segments laterals restants i així indefinidament. De 
manera que queda un seguit de punts tots situats sobre l’antic segment. 
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Conjunt de Cantor 
 
Els punts són abstractes i per tant irrepresentables però podem realitzar un gràfic del procés 
iteratiu que conforma el conjunt de Cantor fins, per exemple, a la sisena repetició (iteració): 
 
El segment inicial. 
 
 
A sota podem veure la primera iteració (el resultat d'aplicar el procés al segment inicial). 
 
 
Seguidament la segona iteració en la que s'ha aplicat el procés sobre cada un dels segments 
restants a la primera iteració. 
 
 
En la tercera iteració veiem com s'ha aplicat un altre cop el procés sobre cada un dels quatre 
segments de la imatge anterior. 
 
 
La quarta iteració: 
 
 
La cinquena iteració: 
 
 
La sisena iteració gairebé inapreciable: 
 
 
♫ La Dimensió del Conjunt Cantor és D = log (2) / log (3) = 0.6309...Més que un punt però 
menys que una recta. 
 
 
Corba de Koch i  Floc de Neu de Koch  
 
La corba de Koch és un objecte fractal que té la propietat de tenir longitud infinita, ser alhora 
contínua i de no ser derivable en cap dels seus punts. Va ser construïda per Helge von Koch el 
1904 i va ser una de les primeres corbes fractals que es van divulgar. 
 
Corba de Koch 
 
 
Per construir la corba de Koch s’ha de seguir un algoritme simple partint d’un segment al que 
s’ha de substituir per quatre segments de mida 1/3  de la mida del segment inicial. Aquests 
segments es col·loquen de manera que el terç central del segment mare sigui ocupat per dos 
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dels segments formant un triangle equilàter sense la base inferior. Seguidament es repeteix el 
mateix procés en cada un dels segments restants. La corba de Koch és el resultat de repetir el 
procediment anterior infinitament. 
 
Podem apreciar l’evolució representant fins a la cinquena fase d’iteracció: 
 
El segment inicial. 
 
 
La primera iteració: 
 
La segona iteració: 
 
 
La tercera iteració: 
 
 
La quarta iteració: 
 
 
La cinquena iteració: 
 
 
 
♫ La Dimensió de la Corba de Koch  és D = log (4) / log (3) = 1.26186...Més que una 
recta però menys que un plànol. 
 
El floc de neu de Koch o estrella de Koch és un conjunt geomètric fractal publicat al mateix any 
i pel mateix autor que la corba de Koch. Aquesta figura està formada per un triangle equilàter 
cada un dels costats del qual està format per una corba de Koch. 
 
         
Primeres interaccions del Floc de Neu de Koch 
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Triangle i Tetraedre de Sierpinski   
 
El triangle de Sierpinski és un objecte fractal, que va ser introduït el 1915  pel matemàtic 
polonès Waclaw Sierpinski.  Es pot construir a partir de qualsevol triangle encara que 
inicialment es va construir a partir d’un triangle equilàter. 
 
Triangle de Sierpinski 
 
Per a la construcció del triangle de Sierpinski s’ha de seguir un algorisme molt simple partint 
d’un triangle inicial que es divideix en quatre triangles unint els punts mitjans dels seus costats i 
eliminant el triangle interior. A cada un dels tres triangles restants es procedeix a repetir els 
mateixos passos. 
 
El triangle de Sierpinski és el resultat de repetir el procediment anterior indefinidament. 
Podem apreciar l’evolució representant fins a la tercera fase d’iteracció: 
 
 
Tres primeres iteracions del Triangle de Siepinski 
 
L’àrea d’aquest triangle iterat infinites vegades tendeix a zero, ja que cada cop que iterem 
l’àrea es redueix a 3/4 de l’anterior. 
 
♫ La Dimensió del Triangle de Sierpinski és D = log (2) / log (2) = 1.58496...A mig camí 
entre una recta i un plànol. 
 
El Tetraedre de Sierpinski és la versió tridimensional del triangle de Sierpinski. Es parteix d’un 
tetraedre regular i es divideix en tetraedres de costat meitat i s’eliminen els que no són a les 
puntes. Seguidament s’itera el procediment en els tetraedres restants. 
 
                        
Primeres interaccions el Tetraedre de Sierpinski 
 
♫ La Dimensió del Tetraedre de Sierpinski és D = log (2) / log (2) = 2...resultat que 
connecta amb el fet de que la seva àrea total es manté constant a diferents etapes.  
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Quadrat de Sierpinski   
 
El quadrat de Sierpinski és un objecte pla fractal descrit per Sierpinski a l’any 1916. El quadrat 
és una generalització del Conjunt de Cantor en dos dimensions. 
 
Per construir-lo, s’ha de començar amb un quadrat que és dividit en nou quadrats iguals, tres 
per banda i un al centre el qual és eliminat. Seguidament s’itera l’operació en els vuit quadrats 
restants. 
 
                               
Primeres interaccions del Quadrat de Sierpinski 
 
♫ La Dimensió del Quadrat de Sierpinski és D = log (8) / log (3) = 1.893...s’acosta al 
plànol. 
 
 
Esponja de Menger   
 
L’esponja de Menger és una versió tridimensional del Quadrat de Sierpinski. Va ser descrit pel 
matemàtic Austríac  Parl Menger el 1926. 
 
                    
Construcció de l’esponja de Menger 
 
 
Primeres interaccions de l’esponja de Menger 
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Per construir-lo s’ha de començar des d’un cub, i dividir-lo en 27 petits cubs (9 per costat i un al 
centre). Com es feia al construir el quadrat de Sierpinski, s’elimina el cub central de cada cara i 
el del centre, així, queden 20 cubs iguals en els quals es repeteix l’operació anterior 
infinitament. 
 
El nombre de cubs de la formació en cada noment es pot trobar amb: 20n  . On n és el nombre 
d’iteracions, de tal manera que: 
 
0 iteracions --> 1 cub 
1 iteracions --> 20 cubs 
2 iteracions --> 400 cubs 
3 iteracions --> 8.000 cubs 
4 iteracions --> 160.000 cubs 
5 iteracions --> 3.200.000 cubs 
6 iteracions --> 64.000.000 cubs! 
 
♫ La Dimensió de l’Esponja de Menger és D = log (20) / log (3) = 2.727...s’acosta a un 
volum. 
 
 
Corbes de Peano i Hilbert   
 
El 1890, Peano va construir un corba contínua que passa per tots els punts del quadrat unitat. 
Era el primer exemple d’una corba que omple un espai. 
 
Un quadrat es divideix en 9 quadrats més petits i iguals i en cada un d’ells es dibuixa una corba 
com la representada en la primera casella. Al iterar tres vegades aquesta funció s'obté una 
corba com la de la quarta casella. 
 
 
 
Primeres iteracions de la corba de Peano 
 
♫ La Dimensió de la corba de Peano és D = log (9) / log (3) = 2...tendeix a cobrir tot el 
pla. 
 
Anys més tard Hilbert va construir-ne una de la mateixa naturalesa més simple de descriure. 
 
La corba de Hilbert es construeix dividint el quadrat del que es parteix en quatre quadrats més 
petits i unint els centres de cada quadrat amb una línia contínua que comença al centre del 
quadrat inferior esquerre i acaba al quadrat inferior dret. Tot seguit es repeteix l’operació a cada 
quadrat de mida 1/2 de l'inicial substituint el tros de corba ja existent per la corresponent a 
l’operació. Es continua indefinidament amb aquest procés unint els centres dels quadrats que 
apareixen a cada etapa. 
 
La corba resultat d’iterar infinitament omple el quadrat unitat i rep el nom de corba de Hilbert 
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Primeres iteracions de la corba de Hilbert 
 
♫ La Dimensió de la corba de Hilbert és D = log (4) / log (2) = 2...lògicament, és una 
variant de la corba de Peano. 
 
1.2.4 Presència i d’Aplicació dels Fractals  
 
Els Fractals de la Natura  
 
“…Clouds are not spheres, mountains are not cones, 
coastlines are not circles, and bark is not smooth, 
nor does lightning travel in a straight line...” 
Benoit Mandelbrot  
(The Fractal Geometry of Nature, 1983) 
 
Els fractals són idonis per mesurar la rugositat present a la Natura i ens acosten a estructures 
tan poc euclidianes com els núvols, les muntanyes, el perfil de les costes, les ràfegues de vent, 
una fulla...Mandelbort ja va anomenar a la Geometria Fractal la  Geometria de la Natura. 
 
Veiem alguns exemples...trobem formes fractals a vegetals... 
 
   
Coliflor Blanca i Coliflor Romescu (varietat romanesa de gran bellessa) 
 
Trobem formes fractals a les plantes i flors…. 
 
   
 Cactus    Detall Gira-sol    Falguera 
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Trobem formes fractals als arbres…. 
              
         Arbre a la Tardor                    Detall d’arrel    
 
Trobem formes fractals als relleus naturals…. 
 
   
  Els Andes   Costa de Xile        Massís Cantàbric  
 
 
         
Penya-segat Tenerife       Aguilas(Murcia) 
 
Trobem formes fractals als rius i aiguamolls… 
 
       
Hector Garrido ha realitzat una obra fotogràfica buscant estructures fractals als aiguamolls del 
Parc Nacional de Doñana, obtenint imatges de gran bellesa, on es van repetint patrons de 
corbes. Es tracta d’un treball científic del Consejo Superior de Investigaciones Científicas 
(CSIC), que han anomenat Armonía Fractal. 
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Trobem formes fractals als núvols i a les tempestes... 
  
    
        Perfil dels núvols            Núvols                 Raig  
 
Al mon animal.... 
 
   
                Papallona         Coral                             Secció de cargola Nautilus  
 
Etc, etc, etc,... 
 
    
          Floc de neu  Desert del Sahara                           Ona Gegant a l’Atlàntic 
 
 
Els Fractals a Les Ciències i Les Arts   
 
Les àrees de coneixement on les teories associades als fractals i a la seva geometria són 
aplicables esdevenen múltiples i diverses. Veiem alguns exemples significatius. 
 
A la Medicina i Biologia 
 
             
     Xarxa vascular Cervell       Secció de l’os trabecular                 Xarxa alveolar                              Pulmons 
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                         Detall Cervell                           Mamografia                      Sequència ADN              Creixement  colonia de bactèries 
 
Al cos humà existeixen moltes estructures amb geometria fractal, com ara, la xarxa vascular, 
l’arbre bronquial, la xarxa neuronal, la disposició de les glàndules, el propi cervell,…Els fractal 
estan esdevenint eines molt eficaces per analitzar el comportament d’aquestes estructures. 
 
Des de fa uns anys són molt significatives les aportacions de la geometria fractal al camp de la 
medicina.  
 
Com a referència, la geometria fractal del organisme permet optimitzar la funció dels sistemes 
que tenen una gran superfície sense ser òrgans voluminosos. El pulmons, per exemple, tenen 
un àrea d’intercanvi d’aproximadament 100 m2  per un volum total és d’uns 7 o 8 litres. A la 
Medical University of Washinton s’han desenvolupat models sobre el sistema pulmonar fent ús 
dels fractals per estudiar el problema de la insuficiència respiratòria deguda als emfisemes 
pulmonars determinant que si la DF d’una secció d’un pulmó sa és de aproximadament 1.26, 
dimensions més altes poden ser considerades com indicis del començament de la malaltia 
(Glenny RW i coord, 2000)  . 
 
També s’han fet servir tècniques basades en la geometria fractal per la detecció precoç de la 
osteoporosis. Es podria pensar que el que fa que un os sigui més o menys resistent al 
trencament és la densitat de matèria òssia però la realitat és que ossos amb la mateixa densitat 
tenen diferent comportament davant de la facilitat a trencar-se. Segons diferents estudis 
(Santiago, M; Yannibelli, V i altres, 2005) es considera que la dimensió fractal d’una secció d’un 
os sa està entre 1.7 i 1.8. Aquesta dimensió és calcula a partir de la imatge digitalitzada i 
seguint el mètode del recompte de caixes. Dimensions fractals més baixes son símptomes 
d’osteoporosi incipient. 
 
Al camp de l’oncologia també hi són presents les teories fractals per fer estudis sobre el 
creixement i evolució cel·lular. 
 
Com a referència propera i recent,  l’equip de la Unidad de Biología de Sistemas Complejos de 
la Universidad de Jaén, dirigit per Francisco Esteban (2009) i en col·laboració, entre d’altres 
amb l’Hospital Clínic de Barcelona (2009), aplica la dimensió fractal a imatges del cervell 
obtingudes per ressonància magnètica per detectar l’esclerosi múltiple inclús abans de que 
apareguin les lesions cerebrals pròpies d’aquesta malaltia neurodegenerativa. 
 
 Actualment està actiu el projecte d’investicació FRACTALMED, integrat pel mateix equip, que  
amplia l’àmbit d’estudi a la detecció precoç d’altres malalties neurològiques per a les que les 
imatges de ressonància magnètica no mostren lesions aparents com ara són la depressió, 
l’alzehimer, l’autisme i l’esquizofrènia (Fundación Española para la Ciencia y la Tecnologia, 
Programa INNOCAS-Ref.INC-0388 – 2009-2011) 
 
A la Música 
 
La música fractal provoca reaccions molt diverses, des de la fascinació a la incomprensió, es 
mou a la frontera entre la monotonia i la sorpresa, entre la aleatorietat i la predicibilitat....té 
estructura fractal! 
 
S’entén per música fractal aquella que emula el concepte fractal a l’espai musical  
inconscientment o conscient. L’ús de la recursivitat, l’autosemblança o el caos és present i 
manifest. El principi fonamental de la música fractal resideix en la projecció del comportament 
dinàmic o l’estructura fractal sobre l’espai musical (Pérez Ortiz, J., 2000). 
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Encara que aquesta forma de composició es sol presentar com oposada a la música 
tradicional, s’ha comprovat que obres clàssiques tenen estructura fractal [A]. La coral Kunst der 
Fuge, 1749 de Johann Sebastian Bach és un exemple de peça autosemblant: els mateixos 
motius es repeteixen una vegada i una altra amb distintes variacions dintre d’una regió major de 
la peça. Així, per exemple, varies veus repeteixen al doble de velocitat la melodia de la veu 
principal, un motiu que es repeteix per disminució a escales menors. 
 
 
Extracte de l’ obra Kunst der Fuge, 1749 de Johann Sebastian Bach 
 
Altres treballs sobre la manifestació d’estructures fractiliformes a les composicions clàssiques 
estudien l’analogia entre el conjunt de Cantor i la primera Ecossaisen de Beethoven, o entre el 
triangle de Sierpinski i el tercer moviment de la Sonata per Piano nº 15, opus 28 del mateix 
Beethoven. També hi han estudis sobre l’autosemblança manifesta a les Fugues de Bach. 
 
En l’actualitat, es parla explícitament de música fractal com aquella en que la geometria fractal i 
la teoria del caos son un referent conceptual i procedimental per la creació.  Existeixen diversos 
softwares específics basats en algoritmes matemàtics que generen partitures i composicions 
d’una fisiologia similar a les estructures que la geometria fractal en proporciona (Misium 2.0.8, 
The Well Tempered Fractal 3.0, Gingerbread 2.0, Fractal Tune Smithy 2.1,...). Phil Thompson i 
el seu àlbum “Organized Chaos” o Gary Lee Nelson i la seva obra “The voyage of the Golah 
Iota” són alguns exemples representatius de la música fractal contemporània. 
 
A l’Art 
 
L’art fractal segueix els mateixos patrons comentats per a la música fractal: recursivitat i 
autosemblança. Són múltiples també les manifestacions d’art fractals existents abans de la 
formalització del concepte. 
 
..     .  
                                  Ritme de Tardor, nº ·30, Pollok. 1950                            La gran Ona de Kanagawa, Hokusai. 1830 
 
Un dels més famosos exemples d’art fractal són les obres del pintor japonès del segle XIX 
Katsushika Hokusai (1769-1849). De manera suposadament intuïtiva el pintor va treballar sobre 
el concepte de recursivitat i autosemblança que es pot observar clarament identificant la gran 
ona formada alhora per petites ones autosimilars. 
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Ja en el segle XX, R. Taylor, A. Micolich y D. Jonas [B] van publicar un article a Nature (1999) 
on afirmaven que l’obra del emblemàtic pintor impressionista abstracte Pollok (1912-1956) tenia 
estructura fractal i van arribar a calcular la DF durant la seva etapa  “drip and splash” a partir de 
l’anàlisi de la configuració geomètrica que seguien el seus reguers de pintura quan el pintor la 
vesava voltant entorn al quadre. 
 
També s’ha relacionat l’obra el holandès Maurits Escher (1902-1972) amb la teoria dels 
fractals, sobre tot pel el seu tractament del concepte de límit i infinit junt amb la recursivitat i 
autosemblança que es pot apreciat en moltes de les seves creacions. 
 
 
              
          Sky and Water I 1938 woodcut              Path of Life III 1966                               Circle Limit III 1959 
 
     
Al segle XXI, l’art fractal es desenvolupa acceleradament com una branca experimental i 
revolucionària de l’art. 
 
Actualment són molt populars les creacions de fractals amb programes informàtics 
especialitzats, veiem alguns exemples, 
 
Creacions amb Fractint ..... 
 
         
 
Creacions amb Ultra Fractal 3.0… 
 
             
 
             
 
Als nostres dies, l’art fractal arriba naturalment fins al Disseny. La genial taula fractal 
dissenyada per Platform Wertel Oberfell junt amb Matthias Bär n’és un exemple. Està feta amb 
resina epoxi. encara estem lluny de la seva fabricació en sèrie però. 
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Diferents   vistes   de   la  TAULA  FRACTAL 
 
Administració i Finances 
 
L’àrea de les ciències socials va ser un dels primers camps d’aplicació de la teoria dels fractals. 
Hi ha infinitat d’estudis l’entorn de l’administració empresarial i del mon financer. 
 
Com a referència al mon de l’administració, a finals dels anys 90, el professor Warnecke, 
president del Fraunhofer-Institute for Manufacturing Engineering and Automation (Alemania) va 
desenvolupar el concepte de “Fàbrica Fractal”. Gálvez Medina (2005) recull “...La fàbrica fractal 
és un concepte que s’origina a partir de la geometria fractal per reduir la complexitat de la 
companyia desenvolupant els conceptes l’auto-semblança, l’auto-organització i l’auto-
optimització empresarial” 
 
Al mon de les finances, el propi Mandelbrot juntament amb Richard Hudson (2006) van fer una 
aproximació de com aplicar els fractals al comportament dels mercats borsàtils. Fenòmens com 
les caigudes i sobtats repunts dels índex borsàtils o les anomenades “bombolles financeres” no 
sempre esdevenen explicables des dels models clàssics d’anàlisi econòmic, aquí és on entren 
les “finances fractals” que  permeten reduir a una idea matemàtica relativament senzilla 
processos tan complexes com la variació dels preus o la convertibilitat d’una moneda en una 
altra. 
 
Referències d’altres Aplicacions Tècnològiques 
 
- A l’industria tèxtil : en el desenvolupament de nous processos de disseny (p.e. Neves,J. 
coord 1994) fent servir la geometria fractal al disseny assistit  per ordinador 
 
- A l’industria del cinema: les imatges fractals son utilitzades com una alternativa als 
costosos sets elaborats per produir paisatges fabulosos. Per la producció de pel·lícules 
com Star Treck o les Cròniques de Narnia s’han fet servir aquest tipus de tècniques 
amb resultats espectaculars. 
 
- A l’industria de l’automòbil i la telefonia mòbil : Les antenes fractals. El primer model 
d’antena fractal es va desenvolupar i patentar a l’UPC a través de  (1998) basat en la 
geometria fractal del triangle de Sierspinski, antenes d’un únic element amb propietats 
multibanda eficaces. Posteriorment l’empresa A3 també catalana i centrada en l’activitat 
de l’aplicació de la tecnologia fractal a l’àmbit de l’automoció va obtenir el premi “PACE 
Award” (2005) sent seleccionada pels grups FIAT i PISA per la fabricació industrial 
d’aquestes antenes. 
 
Podríem afegir més camps d’aplicació per les teories fractals, 
 
 Literatura: Poesia Fractal i anàlisis obres clàssiques (Kafka i Borges són exemples 
estudiats des d’un perspectiva fractal) 
 Física: Estructura atòmica i molecular 
 Geologia: Turbulències atmosfèriques,  Corrents marines i Sismologia 
 Astronomia: Estabilitat del Sistema Solar 
 Topografia: Càlculs perimetrals de fronteres i perfils costers 
 Informàtica: Compresió d’imatges gràfiques aplicant SFI 
 ... 
 Els Fractals com Recurs Didàctic en el Desenvolupament Curricular de la Tecnologia a l’ESO  17 
2. Definició i Context del Problema  
 
Les proves PISA (Programme for International Student Assessment) conformen un projecte de 
l’OCDE (Organisation for Economic Co-operation and Development ). Aquesta organització 
fundada al 1961 amb seu a Paris actualment agrupa a 34 països membres compromesos amb 
la democràcia i amb una economia de mercat amb la finalitat de promoure les polítiques que 
millorin el benestar econòmic i social d’arreu del mon recolzant el desenvolupament sostenible, 
elevant els nivells de vida, mantenint l’estabilitat financera, reduint l’atur, recolzant al 
desenvolupament econòmic d’altres països i contribuint al creixement del comerç mundial, 
bàsicament. 
Les Proves PISA, són una avaluació triennal de les competències que es suposa que els joves 
de 15 anys han d’haver assolit i compten amb el reconeixement internacional de la comunitat 
educativa i científica. Les competències avaluades són la comprensió lectora, la competència 
matemàtica i la competència científica, prioritzant a cada convocatòria l’atenció sobre una 
d’elles. El programa inclou la recollida d’un gran número de paràmetres per poder analitzar la 
seva correlació amb els resultats competencials i educatius; alguns d’ells són: motivació de 
l’alumnat per aprendre, l’ autoconcepte, estratègies d’aprenentatge, entorn familiar i social,etc.  
 
És important entendre que les proves Pisa no avaluen continguts curriculars si no aspectes 
competencials associats al procés d’ensenyament-aprenentatge dels adolescents.   
 
La primera convocatòria va ser a l’any 2000 amb 32 països participants; a la darrera de l’any 
2009 hi van participar 64 països. 
 
Les darreres proves PISA (PISA 2009) van ser aplicades al curs 2008-2009 i l’àmbit prioritari va 
ser la comprensió lectora. Els resultats processats es van tenir a finals de l’any 2010. 
 
Catalunya va participar amb una mostra pròpia de 50 centres amb un total 1381 alumnes 
provinents de 28 centres públics, 21 centres concertats i 1 centre privat. 
 
“Avui Catalunya pot confiar més en la seva educació, tot plegat és un “èxit” i s’ha d’atribuir a la 
dedicació dels professors i els equips directius i a la gestió de la conselleria d'Educació. 
L'educació catalana està millorant i ho fa just en els anys de més complexitat” va concloure el 
conseller d’educació després de fer públics els resultats per Catalunya de les proves PISA. El 
macroestudi constatava una millora dels/de les  alumnes catalans/es, sobretot en comprensió 
lectora, competència clau d’anàlisi d’aquesta edició.  
 
Catalunya va sumar 498 punts de mitjana a la prova, per damunt de la mitjana espanyola (481) 
i la de l'OCDE (491). 
  
Els resultats de Catalunya en el PISA 2009 van ser  millors que els obtinguts el 2006, no tant 
però en referència al 2003 (en competència científica pitjors) i, pel que fa a la comprensió 
lectora és només lleugerament millor que la del 2000 (en comparació això sí a la puntuació 
espanyola donat que en aquella edició Catalunya no hi participava amb una mostra pròpia 
ampliada). En la següent taula es veuen les oscil·lacions produïdes en les quatre edicions de 
l’Informe PISA: 
 2000 2003 2006 2009 
 ESP CAT CAT CAT ESP OCDE 
ESP 
vs 
OCDE 
CAT 
vs 
OCDE 
Comprensió 
Lectora  
(clau a l’any 2009) 
493 483 477 498,0 481,0 491,5 -10.5 +6.5 
Competència 
Matemàtica  
(clau a l’any 2012) 
476 494 488 495,6 483,0 488,4 - 5.4 +7.2 
Competència 
Científica  
(clau a l’any 2015) 
491 502 491 497,3 488,0 496,4 - 8.4 +0.9 
Font taula : Departament d’Educació Generalitat de Catalunya 
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 A banda que no hi ha cap tendència a la millora que es visualitzi clarament al llarg de l’evolució 
de les quatre edicions,tenim alts i baixos i oscil·lacions però no tendències a l’alça o a la baixa 
de forma mantinguda, hem d’aprofundir més en les dades estadístiques per acabar de dibuixar 
la realitat educativa a Catalunya (Fonts estadístiques consultades: Programme for International 
Student Assessment- PISA; Instituto Nacional de Estadística – INE i Institut d’Estadística de 
Catalunya- IDESCAT) 
 
 Les dades de comprensió lectora del informe PISA maquillen la preocupant situació de 
l'ensenyament català, amb més d'un 30% de fracàs escolar. Aprofundint en la clau de 
valoració del 2009: encara hi ha un 13% dels alumnes que no entenen res del que 
llegeixen. El 2006, però, n'hi havia un 21%. Només un 5% dels estudiants treuen 
resultats excel·lents en comprensió lectora. 
 
 Un altre indicador alarmant de l’informe PISA és que hi ha 86 punts de diferència entre 
la nota dels estudiants nadius i els immigrants. Sobre aquest punt hauríem d’afegir que 
la mostra es va conformar amb un 10% d’alumnat no nadiu vs un 90% d’alumnat nadiu, 
quan les dades de matriculació a l’ESO del curs 2007-08 van ser d’un 18% de mitja 
d’alumnat no nadiu, (com a nota significativa: al centre del meu practicum, aquest curs 
10-11,  és d’un 40%). L’alumnat no nadiu es concentra a l’ensenyament públic, aquest 
també és un fet estadístic. Al curs 2008-2009 el 80% del total de l’alumnat no nadiu que 
estudiava l’ESO assistia a centres  d’ensenyament públic. Avui se’n parla de la mateixa 
proporció. 
  
 Les dades de l’informe PISA també confirmen la diferència segons la titularitat dels 
centres. Els alumnes de la pública treuen pitjor valoració (16 punts de diferència). 
Sobre aquest punt podríem constatar que la mostra va considerar 60% de centres 
públics vs 40% de centres privats, en línia amb les dades de matriculació a l’ESO del 
curs 2008-2009.   
 
 També visualitza l’informe PISA la minsa representació d’estudiants en les franges 
altes de resultats, el que continua demostrant la escassa capacitat del nostre sistema 
educatiu per a reconèixer i promocionar el talent dels nostres alumnes. 
 
Per tant, hem de tenir prudència i calma. Els resultats del 2009 aturen el perill d’haver 
consolidat una situació descendent en totes les competències apuntada en l’edició del 2006, 
però tampoc constaten que haguem engegat un procés de millora consolidada. Tenim alts i 
baixos i oscil·lacions però no tendències a l’alça o a la baixa de forma mantinguda.  
Com a professora de tecnologia de secundària vull i haig de tenir present que hi ha factors 
recurrents que reclamen una permanent atenció i actuació: 
 La manca de “vocacions” científic-tècniques: s’ha de rebatre i combatre el mite que 
“les ciències són més difícils”. En aquest punt també l’atenció específica a les noies i 
no que encara creuen que “la tècnica és cosa de nois”, s’ha de reconduir aquesta 
percepció treballant activament la coeducació. 
 
 La potenciació del talent a l’escola: hem de ser capaços de presentar l’aprenentatge 
dels continguts des de les vessants més diverses possibles que afavoreixin les 
diferents formes d’aprenentatge facilitant així a l’alumnat el camí cap el 
autoconeixement i l’autoconfiança que el motivaran en la recerca del seu propi talent.  
   
 La definició concreta de propostes didàctiques per atendre de forma efectiva 
l’alumnat nouvingut més enllà del processos inicials d’acollida o a altres alumnes 
que requereixen una atenció específica: hem de ser capaços de elaborar propostes 
didàctiques els més obertes possibles per que tot el grup-classe participi activament i 
conjunta en el desenvolupament comú dels continguts respectant i recolzant els 
diferents ritmes.    
No és suficient tenir bona voluntat i una adequada formació tècnica. Hem de ser conscients de 
la dimensió real de la nostra labor com a docents educadors. Necessitem formar-nos per assolir 
un alt grau de competència en habilitats socials com ara, i principalment, en les relacionades 
amb l’assertivitat, l’empatia i la comunicació  que ens facilitin una eficaç, enriquidora i positiva 
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gestió d’aula (Teixidó,J. 2001; Perrenoud,P. 2004; ...). Però això tampoc és prou, ha d’anar 
acompanyat de l’entusiasme i la creativitat en la presentació dels continguts curriculars que li 
fem a l’alumnat (Sanches Rossini, M.A. 2008, ) perquè són ells el nostre context acadèmic 
d’actuació. 
 
Dissenyar, programar i impartir i compartir activitats que afavoreixin, que detonin la motivació 
de l’alumnat vers l’aprenentatge i, sobre tot, vers l’autoaprenentatge integral i integrat en un 
entorn de creixement personal i acadèmic cooperatiu, col·laboratiu i inclusiu ha de ser un 
objectiu permanent. 
 
3. Descripció de la Solució  
Des d’aquesta perspectiva de la dimensió docent i, partint que tenim els recursos, les eines i el 
context socio-econòmic-cultural  que tenim, crec que el professorat, en aquest cas de 
tecnologia, hem d’apostar per dur a terme iniciatives didàctiques engrescadores alhora que 
rigoroses i innovadores (també que no suposin despeses econòmiques importants), amb 
elements inclusors estimulants, curiosos que captin l’atenció de tot el nostre alumnat.  
3.1 ¿Per Què introduir els Fractals i la Geometria Fractal a l’ESO? 
Bàsicament pels següents motius, 
☺ Per que és un concepte molt significatiu i relativament nou. 
☺ Per que permet fer integració de diverses matèries d’una manera natural. 
☺ Per que pot ser un element molt motivant tant per l’alumnat com per el professorat pel 
seu caràcter estètic i la seva relació amb les TIC entre d’altres motius.  
☺ Per que tenen multitud d’aplicacions a multitud d’àmbits. 
☺ Per que acosta les matemàtiques a totes les matèries d’una manera engrescadora 
significativa i ens demostra que són una branca del coneixement viva i en continua 
evolució. 
☺ Per que ens demostra que a la Natura hi ha moltes respostes per trobar encara i ens 
pot motivar en l’idea que l’hem de respectar activament. 
I concretament des de la matèria de tecnologia podríem afegir, 
☺ Per que ens permet plantejar el tractament els continguts, independentment del seu 
nivell de complexitat, d’una manera alternativa molt atractiva. 
☺ Per que és fàcil trobar elements inclusors a la natura per fer-los servir d’elements 
inclusors del nous coneixements de tecnologia. 
 
☺ Per que ens permet treballar la diversitat en les seves diverses manifestacions d’una 
manera eficaç amb un mínim de recursos.  
☺ Per que tenen aplicacions tècniques concretes i estan sent la base d’aportacions 
tecnocientífiques molt innovadores i transcendentals sobre tot en avanços orientats a la 
millora de la qualitat de vida de les persones. 
☺ Per que si no n’han sentit a parlar mai no els oblidaran i si n’han sentit estaran motivats 
pels nous aprenentatges (veure experiències del apartat 5. Resultats d’aquesta 
memòria) i aquesta experiència la relacionaran amb la tecnologia com assignatura i 
com àrea de coneixement. 
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3.2 Els Fractals i el Currículum de Tecnologia a l’ESO  
 
Els fractals no apareixen explícitament al currículum de secundària.  
Si bé, és cert que són abundants les referències existents d’experiències didàctiques portades 
a terme entorn als fractals, aquestes han estat relacionades amb els continguts de la matèria 
de matemàtiques fonamentalment (veure experiències del apartat 5. Resultats d’aquesta 
memòria). Per a la matèria de tecnologia no n’he trobat cap, però.  
 
En qualsevol cas, si fem una lectura oberta del currículum de tecnologies podem trobar 
justificació per fer ús dels fractals com element vehicular sense gaire dificultat. D’altra banda, hi 
ha molts elements del currículum que estan involucrats en la construcció de fractals.  
 
Un dels objectius d’etapa establert al Decret 143/2007  de 26 de juny, pel qual s'estableix 
l'ordenació dels ensenyaments de l'educació secundaria obligatòria, s’orienta a 
 
“Comprendre que el coneixement científic és un saber integrat que s'estructura en diverses 
disciplines, i conèixer i aplicar els mètodes de la ciència per identificar els problemes propis de 
cada àmbit per a la seva resolució i presa de decisions”. 
 
Referent al tractament dels continguts, el decret especifica: 
 
“ Encara que en l'Educació secundària obligatòria els continguts es presentin organitzats per 
matèries, per a l'assoliment de les competències bàsiques és convenient establir relacions 
entre ells sempre que sigui possible. La connexió entre continguts de matèries diverses mostra 
les diferents maneres de tractar una mateixa situació i dóna un sentit més ampli als conceptes i 
n'afavoreix la comprensió. De la mateixa manera, els continguts que en una matèria es 
presenten com a instrument, trobaran en una altra els contextos adequats que els donaran 
sentit. 
 
Les connexions poden establir-se amb naturalitat en situacions de relació amb l'entorn i la vida 
diària. Al final dels continguts de cada curs es concreten les connexions que es poden establir 
amb d'altres matèries; la proposta que es fa té un caràcter orientatiu i en cap cas és 
exhaustiva”. 
 
Al desenvolupament curricular de les Tecnologies trobem les següents afirmacions: 
 
“La formació de les ciutadanes i els ciutadans requereix actualment una atenció específica a 
l'adquisició dels coneixements i habilitats necessaris per prendre decisions sobre l'ús d'objectes 
i processos tecnològics, resoldre problemes relacionats amb ells i, en definitiva, per utilitzar els 
distints materials, processos i objectes tecnològics per augmentar la capacitat d'actuar sobre 
l'entorn, per millorar la qualitat de vida i per comunicar-se de manera eficaç en la societat del 
coneixement actual. 
 
La matèria de Tecnologies té lligams amb els continguts de les matèries de Ciències de la 
naturalesa, Ciències socials, geografia i història i Educació visual i plàstica, ja que s'hi treballen 
continguts comuns que afecten les relacions entre ciència, tecnologia i societat; i també amb 
les matèries instrumentals com les llengües i les matemàtiques. 
 
L'activitat tecnològica requereix un enfocament integrat dels distints elements que intervenen:  
les solucions tècniques tradicionals, el coneixement científic, l'aplicació tècnica, el component 
econòmic, la dimensió estètica, la dimensió comunicativa, etc.  
 
Tots aquests elements incideixen de manera rellevant en l'entorn i en la vida de les persones i 
permeten analitzar millor la manera en què els avanços científics i tècnics han influït en les 
condicions de vida i s'han adaptat a costums i creences de la societat en què s'han 
desenvolupat. Aquest enfocament permet a la matèria de tecnologies abordar la significació del 
coneixement que també s'imparteix en altres matèries”. 
 
En relació al tractament de les competències bàsiques des de la matèria de Tecnologia, trobem 
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“Les competències pròpies de la matèria de Tecnologies estan estretament vinculades a les 
competències específiques centrades en conviure i habitar el món, que comprèn la 
competència en el coneixement i la interacció amb el món i la competència social i ciutadana. 
 
En la matèria de Tecnologies, el coneixement i la interacció amb el món físic implica identificar 
problemes rellevants, realitzar observacions i manipulacions, formular-se preguntes i obtenir 
respostes aplicant el coneixement teòric i empíric disponible.” 
 
3.3 Propostes d’Actuació  
A continuació exposaré algunes de les idees que tinc sobre la inclusió dels fractals pel 
tractament dels continguts inclosos al  currículum de les tecnologies a l’ESO. 
En concret dos propostes per Primer d’ESO, una de les quals es desenvoluparà detalladament 
a continuació; una per Segon d’ESO, dos per Tercer d’ESO. A Quart d’ESO on la matèria es 
optativa ,plantejo una per l’opció de Tecnologia i una altra per l’opció d’Informàtica. 
A continuació plantejo algunes propostes d’espectre més generalista, relacionades amb les 
possibilitats que es poden donar per tractar els fractals als Treballs de Síntesi o el Projecte de 
Recerca de Quart. Remarco l’interessant idea de plantejar una matèria optativa entorn a 
qualsevol de les múltiples vessats d’aprenentage que ofereixen els fractals. I com a proposta 
super interessant el tractament dels fractal mitjançant el Treball per Projectes. Crec que 
desenvolupar aquesta idea enriquiria a tots els/les alumnes i professorat implicat tant a nivell 
personal com acadèmic. 
 
 
3.3.1 Relació de Propostes Didàctiques  
 
Es detallen a les taules mostrades a la següents pàgines 
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PROPOSTES PER TECNOLOGIA 
N
iv
el
l BLOC 
Continguts 
Curriculars 
ACTIVITAT 
(Anotem fonts de consulta no incloses al apartat 6. Fonts de Referència i 
Consulta d’aquesta memòria) 
1ER 
 
Els Materials. Manipular amb diferents tipus de materials bàsics per tal de 
poder experimentar les seves propietats físiques a partir de la construcció de 
diferents objectes geomètrics fractals senzills en diferents materials: paper, 
plàstic, fusta, metalls,..Algunes pistes 
 
El triangle de Sierpinski en paper (multinivell) 
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Cultura/papiroflexia/FractalesPapel.asp 
http://tallermatematicasfuentealta.blogspot.com/2010/12/fractales-con-papel-y-tijera-
2-el.html 
        
 
El triangle de Sierpinski fet amb llaunes de refresc decorant el pati del institut 
(perfecte per la cohesió grupal, per tot el grup conjuntament) 
http://www.iestiernogalvan.com/departamentos/matematicas/?p=118 
 
     
 
El tetraedres de Sierpinski els podem fer amb plàstic (canyetes per beure) fusta 
(palet de gelats o escuradents),(veure links activitat 3er),  metall (filferros de 
diferents tipus),... 
 
L’esponja de Menger iteració 1: practicant en activitat de gran grup amb la 
manipualció del paper (o de diferents tipus de paper) pel mètode de Sonobes, 
perfecte per la cohesió grupal ja que permet (requereix) la construcció entre tots. 
Una altra opció  molt més senzilla és la contrucció per cubs. 
www.pajarita.biz/aep/articulos/esponja_menger.pps 
 
Esponja de Menger de nivel 1
DATOS TÉCNICOS:
Nº de cubos construidos: 20
Nº de módulos Sonobe necesarios:
i
i 72
Peso aproximado: 33 gramos
Altura aproximada: 8 centímetros      
 
Es pot jugar amb les iteracions i plantejar-lo com un projecte a fer al llarg del curs 
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Veure la unitat didàctica dissenyada : FRACTALS I  i  FRACTALS II 
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La paraula FRACTAL apareix 33.1 M de vegades a un buscador com Google. 
Fer un estudi d’aquest fet des de la perspectiva de l’us del ordinador com a 
instrument de publicació i intercanvi d’informació mitjançant eines com els forums, 
els blocs, les xarxes socials, .... aplicant una actitud crítica a la selecció de la 
informació en funció de la seva autoria, las seva fiabilitat i la seva finalitat. 
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Analitzar i Aplicar sobre l’importància de la triangulació a les estructures en 
relació amb la resistència als diferents esforços, a l’estabilitat i a la rigidesa a 
partir de l’estudi i la construcció d’un tetraedre de Sierpinski. Per exemple fet 
amb bastonets de gelats... 
http://www.toomates.net/llistes/geometria/figures_geometriques/fractals/tetraedre_si
erpinski_bastonets_gelat/tetraedre_sierpinski_bastonets_gelat.htm 
 
     
 
...o amb canyetes per beure 
http://i-matematicas.com/blog/2009/10/05/tetraedro-fractal-de-sierpinski-con-pajitas-
de-refresco/ 
 
     
 
Aquesta activitat és perfecta per treball en equip i permet l’enfocament multinivell 
amb facilitat marcat el nombre d’iteracions a fer. 
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Sortida enquadrada al projecte PRAT DE LA RIBA. http://www.pratdelariba.cat 
 
Aprofitarem  que  FICOSA INTERNACIONAL, S.A. www.ficosa.com/ 
hi participa amb la activitat orientada a 3er : ¿Sabries innovar el retrovisor d’un 
cotxe? 
http://www.pratdelariba.cat/index.php?option=com_content&task=view&id=56&Itemi
d=49 
 
FICOSA Internacional, S.A., és un grup multinacional dedicat a la recerca, el 
desenvolupament, la producció i la comercialització de sistemes i components per a 
automòbils des de l’any 1949, té una planta de producció ubicada a Mollet del 
Vallés,...i té la patent...Ficosa Fractal Antennas® Integrated in Vehicles. 
 
http://www.mundorecambioytaller.com/fabricantes/ficosa_desarrolla_y_produce_los
_retrovisores_con_antenas_fractales_integradas_para_la_volkswagen_caddy 
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)  Dissenyar i Construir una antena fractal. 
 
http://fralbe.wordpress.com/2008/08/21/construccion-de-una-antena-fractal/ 
Aquest projecte adequat per treballar en equip. Es més complicat d’adaptar-ho a 
multinivells però es por fer. 
 
 Els Fractals com Recurs Didàctic en el Desenvolupament Curricular de la Tecnologia a l’ESO  24 
4ART  
Cr
e
a
ci
o
n
s 
M
u
lti
m
e
di
a
 
(op
tti
va
 
In
fo
rm
àt
ic
a
) 
 
Dissenyar i Tractar digitalment Fractals mitjançant l’ús d’aplicacions 
específiques. 
 
Treballar amb la creació i manipulació d’imatges gràfiques amb programes 
específics.  Hi ha infinitat de programari lliure: Fractal Master 1.0, Chaos Pro 3.02, 
Fractal Forge 2.8.2.,...de creació més antiga fins el Fractint 19.6 del 2010 o l’últim 
Ultra Fractal 3.05 del mars del 2011 
 
http://www.programas-gratis.net/b/programa-para-crear-fractales 
Aquesta activitat permet l’enfocament multinivell amb facilitat 
 
 
 
 
 
ALTRES PROPOSTES MÉS ENLLÀ DE LA TECNOLOGIA o LES MATEMÀTIQUES 
Amb justificació curricular 
 
Treballs de Síntesi: Encara que s’ha de fer a cada un dels tres primers cursos, jo proposaria 
un tema relacionat amb els fractals a 3er però han d’haver-se tractat prèviament a alguna 
matèria. 
 
 
Projecte de Recerca de 4rt: Qualsevol aspecte relacionat amb els tractament dels fractals es 
adequat pel projecte de recerca de 4rt per les accions de descoberta i recerca que comporta. 
 
 
Matèries Optatives: Atenen a la llibertat que dona el Decret 143/2007, article 8, apartat 8.8 
sobre la llibertat per gestionar les propostes de matèries optatives, sobre tot de primer a tercer 
de l’ESO,  crec que ofereixen un marc perfecte per introduir els fractals com un ens d’estudi 
des de totes les matèries. El disseny del programa de la matèria dependria del nivell. 
  
 
Treball per Projectes: Programació curricular integrant el tractament dels fractals a totes les 
matèries per nivells. Aquesta és una proposta molt interessant que exigiria una gran esforç per 
part de tot el professorat, però. En qualsevol cas dur-lo,  a terme seria un exemple molt positiu 
de treball col·laboratiu i cooperatiu entre tot l’equip docent i departaments implicats. 
 
Matèries 1r 2n 3r 
Llengua catalana i literatura 3 3 3 
Llengua castellana i literatura 3 3 3 
Llengua estrangera 3 3 3 
Matemàtiques 3 3 3 
Ciències de la naturalesa 3 3 4 
Ciències socials, geografia i història 3 3 3 
Educació física 2 2 2 
Música 3 - 1 
Educació visual i plàstica - 3 1 
Tecnologia 2 2 2 
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ACTIVITAT EXTRAESCOLAR 
 
Papiroflèxia Fractal: La papiroflèxia és una gran eina pedagògica. Proporciona a qui la 
practica la possibilitat d’un aprenentatge lúdic. La pràctica de la papiroflèxia contribueix al 
desenvolupament d’habilitats perceptives i motrius: és treballa amb escales i grandàries, amb 
la transició del plànol a l’espai, amb la simetria (tant important per la lateralitat) i amb la 
motricitat fina. A banda d’aquests aspectes psicomotrius, ens ajuda a reforçar habilitats 
intrapersonals com l’autoestima i la tolerància a la frustració quan després de superar els 
obstacles del procés constructiu ens trobem amb satisfacció davant d’un atractiu producte 
acabat. També ens permet treballar habilitats socials relacionades amb les interrelacions que 
es deriven de compartir experiències positives i productes o del treball en equip en 
construccions més complexes. 
 
Crec que una activitat extraescolar relacionada amb la construcció de fractals seria molt 
interessant. És una activitat econòmica i és pot dissenyar amb múltiples nivells de complexitat. 
 
A més, hi ha IES on les activitats extraescolars són obertes a tota la comunitat educativa 
(alumnat/professorat/mares i pares i resta de personal del centre) i això la faria encara més 
adient per reforçar vincles interpersonals. Alguns links a més del ja anotats anteriorment: 
 
       
 
http://www.iescarlosbousono.com/2011/02/papiroflexia-fractal-esponja-de-menger/ 
http://www.origami-make.com/origami-rose.php 
 
 
 
3.3.2 Els Fractals a Tecnologia a Primer de l’ESO  
La meva proposta es planteja per tractar el següents continguts curriculars 
 
BLOC CONTINGUTS CURRICULARS : 
La Tecnologia i el Procés Tecnològic. Eines i Materials de Tecnologia 
Apartat : Utilització d'instruments de representació gràfica aplicant acotacions, escales i 
sistemes de representació normalitzats per representar objectes 
 
Considerant un plantejament de inclusió en una programació anual on l’ús de les TIC seria de 
tractament transversal al llar del curs, aquesta unitat didàctica també inclou el continut 
 
BLOC CURRICULAR TRANSVERSAL AL LLARG DEL CURS:  
Les TIC com eina per a la integració i la comunicació de la informació 
Apartat : Utilització de programes per a la creació, edició, millora i presentació de la 
documentació i els treballs elaborats 
 
 
Primer presentaré el material que lliuraria als/a les alumnes i després desenvoluparé la unitat 
didàctica. 
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FORMAT ANTERIOR DEL DINA3 LLIURAT A L’ALUMNAT 
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FORMAT POSTERIOR DEL DINA3 LLIURAT A L’ALUMNAT 
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DESENVOLUPAMENT DE LA UNITAT DIDÀCTICA  
 
 
MATÈRIA NIVELL PERIODE CURS 
TECNOLOGIA 1ER ESO PRIMER TRIMESTRE (1T) 2011-2012 
 
 
BLOC CONTINGUTS CURRICULARS :  
La Tecnologia i el Procés Tecnològic. Eines i Materials de Tecnologia 
Apartat : Utilització d'instruments de representació gràfica aplicant acotacions, escales i sistemes de representació 
normalitzats per representar objectes 
 
BLOC CURRICULAR TRANSVERSAL AL LLARG DEL CURS:  
Les TIC com eina per a la integració i la comunicació de la informació 
Apartat : Utilització de programes per a la creació, edició, millora i presentació de la documentació i els treballs 
elaborats 
 
PROFESSORA 
 
UNITAT DIDÀCTICA :            EL DIBUIX A PRIMER DE L’ESO A TRAVÉS DELS    ELS FRACTALS I  i  II  TEMP.: 770’ (14 Sessions de 55’) 
 
OBJECTIUS ESPECÍFICS D’APRENENTATGE COMPETÈNCIES BÀSIQUES CRITERIS AVALUACIÓ 
 
O1. Descobrir què és un fractal i Percebre la rellevància actual dels fractals 
als diferents àmbits de coneixement.  
 
 
O2. Fomentar el treball cooperatiu i col·laboratiu entre el grup mitjançant 
l’elaboració d’un mural com agent generador per gaudir d’un bon clima de 
classe. 
 
 
O3. Conèixer les diferents eines, instruments i suports per fer traçats de 
dibuix a mà. 
 
 
O4. Identificar, Dibuixar i Manipular objectes geomètrics bàsics mitjançant el 
 
 
Competències  Transversals 
Competències Comunicatives 
 
C1. Comunicativa Lingüística i 
Audiovisual (O1-O4-O5-O6-O10-O11) 
 
C2. Cultural i Artística (O1-O7) 
 
Competències Metodològiques 
 
C3. Tractament de la Informació i C. 
Digital (O10-O4-O5-O8-O9) 
 
C5. Aprendre a aprendre (O1-O2-O3-O4-
O6-O8-O9-O10) 
 
CA1. Participar activament i creativa 
en la construcció del mural. (O1-O2) 
 
CA2. Elaborar segons els requisits 
donats de traçat i presentació el 
mural sobre els fractals geomètric. 
(O3-O4)  
 
CA3. Reconèixer i Traçar les 
diferents vistes isomètriques d’un 
objecte (alçat, planta i perfil). (O6) 
 
CA4. Identificar i Definir quines 
necessitats o factor determinen l’ús 
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traçat i la construcció de fractals geomètrics senzills : el floc de neu de Koch, 
el triangle de Sierpinski i el quadrat de Sierpinsk. 
 
 
O5. Introduir el concepte de dimensió (no avaluable). 
 
 
O6. Identificar i Comprendre les principals vistes isomètriques d’un objecte a 
partir de l’observació del tetraedre de Sierpinski.  
 
 
O7. Distingir entre esboç, croquis i plànol. 
 
 
O8. Identificar i Comprendre els elements bàsics i la normativa d’acotació en 
el dibuix a partir de l’observació i la deducció de les cotes d’un triangle de 
Sierpinski. 
 
 
O9. Comprendre el significat d’escala i Distingir-ne els tipus mitjançant 
l’aplicació sobre objectes geomètrics fractals. 
 
 
O10. Practicar i Gaudir de les aplicacions informàtiques relacionades amb el 
dibuix mitjançant l’elaboració de traçats de fractals geomètrics bàsics amb 
les aplicacions QCAD i GEOGEBRA. 
 
 
O11. (addicional) Fer un ús adequat i profitós de les eines digitals 
disponibles a l’entorn d’aprenentatge (TIC). 
 
Competències Personals 
 
C6. Autonomia i Iniciativa Personal (O2-
O10-O11) 
 
 
Competències per Conviure i Habitar 
el Mon 
 
C7. en el Coneixement i la Interacció 
amb el Món Físic (O1-O9) 
 
C8. Social i Ciutadana (O1-O2) 
d’un esbós, d’un croquis o d’un 
plànol. (O7) 
 
CA5. Saber Aplicar els elements i 
normes bàsiques d’acotació de 
manera correcta. (O8) 
 
CA6. Resoldre càlculs bàsics 
d’aplicació de l’escala de reducció i 
de l’escala d’ampliació. (O9) 
 
CA7. Utilitzar adequadament les 
aplicacions informàtiques de dibuix 
per obtenir els objectes requerits. 
(O10) 
 
CA8. Utilitzar adequadament els 
recursos TIC disponibles a l’entorn 
d’aprenentatge. (O11) 
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CONTINGUTS  
A) El paper com a suport habitual de dibuix: formats (Norma DIN), gramatges i acabats. 
B) Eines i Instruments bàsics de dibuix : llapis, portamines, gomes, estilògrafs, regles, escaire, cartabó, compàs i transportador d’angles. 
C)Traçats geomètrics bàsics: triangle, quadrat, rectangle, circumferència, polígons regulars,..paral·leles, perpendiculars,... mediatriu, bisectriu,... 
D) Sistema dièdric: pla horitzontal, pla vertical i pla perfil. 
E) Perspectiva: perspectiva cavallera, perspectiva isomètrica i perspectiva cònica. 
F) Definicions dels dibuixos: l’esbós, el croquis i els plànols. 
G) Acotació: elements i normes 
H) Escala: escala numèrica i escala gràfica. Tipus d’escala : escala d’ampliació, escala natural i escala de reducció. 
I) Dibuix per ordinador: introducció al QCAD i GEOGEBRA. 
NOTA : Instrument vehicular pel desenvolupament dels continguts : ELS FRACTALS GEOMÈTRICS 
 
CONTINGUTS TRANSVERSALS 
 
Educació per a tenir consumidors crítics i responsables: Incloure vocabulari tècnic i específic, tant a nivell dels traçats geomètrics com de les eines que 
s’utilitzen per dibuixar-los, com dels conceptes relacionats amb convencions en la representació, ens ha de permetre anant fomentant la creació d’un sentit 
crític en l’alumnat sobre la importància d’entendre i expressar-se amb propietat. Els ha d’ajudar a entendre que assolir aquesta habilitat els permetrà 
relacionar-se més satisfactòriament amb el seu entorn i tenir més eines per ser crítics i responsables com a consumidors/es. 
 
 
Educació amb criteris  coeducactius i per la igualtat d’oportunitats: Incloure una innovació aportada per una dona, la Sophie Bouriez de Hauteclocque, 
ens permet introduir i tractar críticament el tema de la importància  no reconeguda de les dones al llarg de la història de la tecnologia. Plantejar i 
desenvolupar les activitats d’ensenyament-aprenentatge des de la perspectiva que ens aporten els principis de la coeducació es una responsabilitat que 
hem d’assumir tots els/les docents.   
 
 
CONNEXIONS DELS CONTINGUTS AMB ALTRES MATÈRIES 
De manera directa amb: 
Matemàtiques. (C,G, H, I) : Relacions de proporcionalitat i representació gràfica i escales 
Recursos TIC. (A,B,C,D,E,F,G,H,I) : Bescanvi d’informació alumnat/professorat, aplicacions informàtiques, aula digital. 
Llengua (A,B,C,D,E,F,G,H,I) : Ús llenguatge tècnic, ampliació de vocabulari, elaboració del mural i activitats escrites 
De manera transversal amb: 
Ciències de la Naturalesa : Observació sobre la presència i significat dels fractals a la Naturalesa (mural) - Ús racional dels materials (paper) – Ús normes 
seguretat a la feina (retallables) 
Ciències Socials: Observació sobre la rellevància dels fractals i l’estudi de la seva geometria en el desenvolupament científic actual. 
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REFERÈNCIA CURRICULAR DELS OBJECTIUS  
O. ESPECÍFICS UC O. CURRICULARS  ESO  TECNOLOGIA  (Decret 143/2007) 
O1 
 
1.- Concebre la tecnologia com un conjunt de coneixements operatius de diferents àrees del coneixement destinats a cobrir 
determinades necessitats de les persones individualment o col·lectiva. 
 
O3 - O4 - O6 - 
O7 - O8 - O9 
 
3. Analitzar materials, objectes i sistemes tècnics per comprendre el seu funcionament, conèixer els seus elements i les funcions 
que realitzen, aprendre la millor forma d'utilitzar-los i controlar-los, entendre les raons que condicionen el seu disseny i construcció. 
 
O2 - O10 - O11 
 
6. Treballar de forma autònoma, responsable i creativa en la presa de decisions, en l'execució de tasques i en la recerca de 
solucions, tot mostrant una actitud dialogant i de respecte en el treball en equip. Aplicar sempre la normalització i les mesures de 
seguretat 
 
O10 - O11 
 
7. Utilitzar els diferents recursos que ens ofereixen les TIC i Internet com a eines de treball habitual així com gestionar, de forma 
correcta i amb seguretat, la informació, els sistemes operatius i els programes informàtics adients per a la resolució d'un problema 
concret o per a la representació i disseny d'objectes o processos 
 
 
 
REFERÈNCIA CURRICULAR DELS CRITERIS D’AVALUACIÓ 
C.A. ESPECÍFICS UD C.A. CURRICULAR  ESO  TECNOLOGIA  (Decret 143/2007) 
CA2 – CA3 – CA4 – 
CA5 –CA6 – CA7  
 
Utilitzar de forma correcta la representació gràfica per descriure objectes i processos, aplicant correctament la normalització i la 
simbologia i utilitzant aplicacions informàtiques i instruments de dibuix. 
 
 
CA7 – CA8  
 
Gestionar la informació de forma lògica i utilitzar de forma àgil programes i aplicacions informàtiques realitzant la seva instal·lació i 
manteniment. aprendre la millor forma d'utilitzar-los i controlar-los, entendre les raons que condicionen el seu disseny i 
construcció. 
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METODOLOGIA 
 
L’activitat està dissenyada per treballar des de la metodologia activa amb el mètode d’interrogació i descobriment com a eines principals a partir de  
l’observació d’uns objectes com són els fractals. 
 
Farem servir el mètode expositiu per desenvolupar els conceptes introduïts i quan les limitacions de coneixements teòrics ho requereixin.   
 
La unitat didàctica té com element vehicular els fractals. El seu desenvolupament també estarà recolzat en el material didàctic ordinari que es disposi (Llibre 
digital, llibre imprès o altre material) pel tractament dels conceptes de dibuix tècnic associats a la unitat didàctica. 
 
Si l’entorn d’aprenentatge ho permet, tot el material potencialment imprimible (Fitxa DIN3, Intruccions Activitats, etc) es pot gestionar i proporcionar 
virtualment. 
 
 
ATENCIÓ A LA  DIVERSITAT 
 
Els fractals geomètrics permeten adequar les activitats als diferents ritmes d’aprenentatge existents a l’aula. 
L’enfocament de l’adaptació per cada activitat dependrà de la naturalesa de la diversitat que haguem de tractar. Hem de ser conscients que les possibilitats 
de desenvolupar activitats multinivell són indefinides.. 
 
En qualsevol cas, pel desenvolupament d’aquesta macro unitat didàctica he plantejat dos activitats alternatives , una d’ampliació i una de reforç. 
 
Els equips de feina sempre es faran amb un criteri de màxima heterogeneïtat a tots els nivells. 
 
 
AVALUACIÓ 
 
L’avaluació serà continuada i es farà en referència a les activitats plantejades i l’observació actitudinal i de participació  de l’alumnat a classe. 
Es disposarà d’una graella d’avaluació per alumna/e amb els ítems a avaluar a cada activitat. 
 
 
TEMPORITZACIÓ 
 
La temporització és estimada i dependrà de l’evolució del grup. En qualsevol cas està dissenyada per cobrir gran parts del primer trimestre del curs.. 
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METODOLOGIA  I  SEQÜÈNCIA DIDÀCTICA 
 
DESCRIPCIÓ DE LES ACTIVITATS RECURSOS ORGANITZACIÓ GRUP-CLASSE 
TEMPS 
770’ 
(14S) 
ATENCIÓ A LA 
DIVERSITAT C.A. 
 
 Presentació. Comunicació dels continguts curriculars, 
objectius de la unitat i dels criteris d’avaluació 
 
 Farem equips heterogenis de 3 alumnes 
 
 
Gran Grup 
15’   
I
N
I
C
I
A
L
S
 
 
1 
 
 
 
 Lliurarem a l’alumnat el material de seguiment de la unitat 
didàctica , un DIN3 imprés per les dues cares (Fractals I i 
Fractals II). 
 La professora reparteix a cada grup una fulla de falguera i 
varies construccions d’un tetraedre de Sierpinski i unes 
esponjes de Menger (fets per ella) demana que observin els 
objectes i que trobin punts de semblança, focalitzant l’atenció en 
l’estructura de ambdós objectes. 
 Visualitzem el POWEPOINT 1  
 Parlem sobre les qüestions plantejades al apartat 
Descobrim...Fractals 
 Repartim i Presentem l’Activitat 1. Fem un mural amb 
Fractals Geomètrics. Comentem que hauran de fer al mural i 
que els penjarem a la classe o per l’institut a la seva finalització. 
 Se’ls comunica que fins a nova ordre hauran de portar estris de 
dibuix a classe. Fem una llista entre tots de quins són els bàsics. 
 Els informen que el proper dia ja han de portar els materials per 
fer el mural 
 
 
PANTALLA 
DIGITAL (PD) 
 
CONNEXIÓ 
INTERNET (CI) 
 
POWEPOINT 1 
 
FITXA ACTIVITAT 1  
 
FULLES DE 
FALGUERA 
 
TETRAEDRES DE 
SIERPINSKI FETS 
AMB CANYETES 
 
ESPONJES DE 
MENGER FETES 
AMB CARTOLINA 
Equips 3 
alumnes 
40’ 
Contemplada a 
la formació 
d’equips 
heterogenis 
 
 
També pels 
traçats 
Geomètrics 
Activitats 
Multinivells 
 
ACTIVITAT F1 
(Act. Ampliació) 
I 
ACTIVITAT F2 
(Act. Reforç) 
 
 
CA1 
 
 
CA2 
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 La professora explica els continguts A i B amb referències 
físiques, parlem del triangle mil·limètric i de la seva inventora la 
Sophie Bouriez de Hauteclocque com una eina singular 
 El contingut C hauria de ser un repàs. En qualsevol cas, s’haurà 
de dedicar el temps mínim necessari per assolir-los. Repassem 
els traçats geomètrics bàsics  
 
Grup Classe 
 
40’ 2 
 
 Comencem a treballar l’Activitat 1 llegint les instruccions i 
resolen dubtes. Còpia a cada alumne. 
  
 
PAPER 
DIFERENTS 
FORMATS, 
GRAMATGES I 
ACABATS 
 
EINES I 
INSTRUMENTS DE 
DIBUIX 
 
(CI) 
 
(PD) 
 
Equips 3 
alumnes 
15’ 
3  
 Continuem treballant l’Activitat 1. Recordem als equips que 
poden personalitzar el mural llirament.  
 
Equips 3 
persones 
55’ 
CA1 
 
 
CA2 
4  
 Continuem treballant l’Activitat 1. Els equips poden acabar la 
feina de maquetació i personalització del mural a casa. L’hauran 
de lliurar en una setmana. 
MATERIAL MURAL 
Equips 3 
persones 
55’ 
Contemplada a 
la formació 
d’equips 
heterogenis 
 
D
E
S
E
N
V
O
L
U
P
A
M
E
N
T
 
5   
EL SISTEMA DIÈDRIC (D) : Planta, Alçat i Perfil  
 Parlem a nivell molt intuïtiu de la paraula DIMENSIÓ (buit, punt, 
recte, plànol i espai) per contextualitzar la paraula DIÈDRIC. 
 Presentem els conceptes Planta, Alçat i Perfil fent sortir a un/una 
alumne/a i “jugant” a fer postures les ombres de les quals 
projectarem sobre el triedre que formen dues parets i el terra 
d’una cantonada de la classe (demanarem que les dibuixin i 
guardin els dibuixos fets per que els farem servir a una altra 
classe...SORPRESA. 
 Explicarem el procés constructiu de les vistes sobre el paper. 
 Observem als fractals ja presentats per identificar vistes 
 
 
(CI) 
 
(PD 
 
TETRAEDRES DE 
SIERPINSKI FETS 
AMB CANYETES 
 
ESPONJES DE 
MENGER FETES 
AMB CARTOLINA 
 
Grup Classe 
 
55’  
CA3 
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 Comentem l’Activitat 2 Definir vistes isomètriques de 
l’Esponja de Menger i la treballem. 
 
☺ A nivells anecdòtic comentem que els fractal tenen una 
dimensió singular: la dimensió fractal...que no és un número enter. 
 
FITXA ACTIVITAT 2 Individual 
 
 Acabem l’Activitat 2 (la poden acabar a casa i lliurar-la la 
propera classe també). 
 Perspectiva: Cavallera, Isomètrica i Cònica (E) Presentem 
breument les tres perpectives mitjançant exemples i material 
Audiovisual Xarxa 
• http://www.educacionplastica.net/menuperspectivas.htm 
 
 
30’  
 
 
 
 
 
 
 
6 
 
L’ESBÓS, EL CROQUIS I EL PLÀNOL (F) : Presentem els 
conceptes distingint-los pel grau de precisió que representa cadascú 
amb imatges gràfiques. Els demanem que recuperin els dibuixos de 
les vistes que van fer del/ de la company/a i l’identifiquin i justifiquin 
com esbós, croquis o plànol. 
 
MATERIAL 
DOCENT 
 
CONNEXIÓ A 
INTERNET 
 
PANTALLA 
DIGITAL 
 
 
 
Grup classe 
 
25’ 
 
CA4 
 
MATERIAL 
DOCENT 
 
CONNEXIÓ A 
INTERNET 
 
PANTALLA 
DIGITAL 
 
Grup classe 
 
7  
L’ACOTACIÓ (G) : Elements i Normes d’Acotat 
 Presentem la paraula ACOTAR buscant contexts on aquesta 
s’aplica per introduir el concepte d’Acotació al dibuix tècnic. 
 Definim el Elements de cota i les cotes significatives 
 Fem una llista d’accions correctes i accions incorrectes a 
l’acotació 
 Presentem l’Activitat 3 Observar, Deduir i Acotar i  practiquem 
la deducció de cotes del triangle de Sierpinski a partir de la seva 
observació grupal de l’objecte. 
 
☺ Pel proper dia la professora demana que qui pugui porti algun 
mapa o plànol de carreteres, ella portarà plànols d’altres coses... 
 
FITXA ACTIVITAT 3 
 
Individual 
55’  
CA5 
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L’ESCALA (H) : E. Ampliació, E. Reducció i E. Natural 
 
 Posem en comú el material de plànols portat. L’alumnat haurà 
portat mapes de carreteres i la professora plànols d’ampliació de 
peces petites i plànols a escala natural.  
 En grup es debatrà sobre si cada plànol augmenta o redueix les 
mides  respecte a la realitat de l’objecte que representa.  
 Formalitzem els conceptes d’Ampliació, Reducció i Natutal  
 Plantegem diversos càlculs matemàtics senzills d’escales 
  
PLÀNOLS VARIS 
 
CONNEXIÓ A 
INTERNET 
 
PANTALLA 
DIGITAL 
 
Grup Classe 
 
8 
 
 Presentem l’Activitat 4 Escalat d’Ampliació i Escalat de 
Reducció on treballarem els conceptes amb el Triangle de 
Sierpinski o el Flog de Neu de Koch. L’activitats es farà amb 
equip de tres persones 
 
 
FITXA ACTIVITAT 4 
 
 
Equips  3 
alumnes 
55’ 
 
Contemplada a 
la formació 
d’equips 
heterogenis 
CA6 
9  
Introducció a l’aplicació QCAD 
 Presentació menú de l’aplicació 
 Instruccions bàsiques i menú d’ajuda 
 
  Presentem l’Activitat 5  
 
Formació Professorat 
http://xtec.cat/formaciotic/dvdformacio/materials/td177/practica_1.html 
 
55’ 
10  
Continuació treball amb QCAD 
 
55’ 
S
Í
N
T
E
S
I
 
11  
Continuació treball amb QCAD 
 
CONNEXIÓ A 
INTERNET 
 
PANTALLA 
DIGITAL 
 
AULA 
INFORMÀTICA  
 
APLICACIÓ INF 
QCAD 
 
FITXA ACTIVITAT 5 
 
Grup Classe 
 
 
 
 
Individual 
55’ 
Es poden 
plantejar 
múltiples 
Activitats 
Multinivell 
 
CA7 
 
 
CA8 
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12  
Introducció a l’aplicació GEOGEBRA 
 
 
 Presentació menú de l’aplicació 
 Instruccions bàsiques i menú d’ajuda 
 
  Presentem l’Activitat 6 Construcció del Triangle de 
Sierpinski amb Geogebra 
 
Formació Professorat 
http://www.geogebra.org/help/docuca/index.html 
http://www.xtec.net/formaciotic/dvdformacio/materials/td55/avis.html 
 
55’ 
13  
Continuació treball amb GEOGEBRA 
 
14  
Continuació treball amb GEOGEBRA 
CONNEXIÓ A 
INTERNET 
 
AULA 
INFORMÀTICA  
 
PANTALLA 
DIGITAL 
 
APLICACIÓ INF 
GEOGEBRA 
 
FITXA ACTIVITAT 6 
 
Grup Classe 
 
 
 
 
Individual 
55’ 
Es poden 
plantejar 
múltiples 
Activitats 
Multinivell 
 
CA7 
 
 
CA8 
 
 
 
DOCUMENTACIÓ ASSOCIADA A LA UNITAT DIDÀCTICA 
 
A CONTINUACIÓ S’ADJUNTA 
* Powerpoint presentat a la Sessió 1 ,  
* Enunciats de les Activitats 1,2,3,4,5 i 6. 
 
ALS ANNEXOS S’ADJUNTA 
AnnexI     DINA 3 ALUMNAT en dimensió real 
AnnexII    Activitat d’Ampliació F1 
Annex III  Activitat de Reforç F2 
Annex IV Instruccions Retallable Activitat 1 
Annex V  Material Docent. Presentació i Introducció a l’ús del triangle mil·limètric 
Annex VI  Material Docent. Acotació, Elements i Normes 
Annex VII Material Docent. Escales i la seva Reprentació 
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POWERPOINT DE PRESENTACIÓ DELS FRACTALS. SESSIÓ 1 
FRACTUS
FRACTA
FRACTORUM…
FRACTALS
 
Benoit 
Mandelbrot
UN MATEMÀTIC INTERESSAT PER LES 
QÜESTIONS DE LA NATURALESA  VA 
INVENTAR LA  PARAULA  FRACTAL AL 1975
Conjunt Fractal de Mandelbort
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QUÈ ÉS UN 
FRACTAL?
És un OBJECTE 
caracteritzat per
AUTOSEMBLANÇA
UN FRACTAL POT 
DIVIDIR-SE 
EN PARTS MÉS PETITAS 
QUE SÓN CÒPIES DELL 
MATEIX
ITERACIÓ
UN FRACTAL POT 
GENERAR-SE (REPETIR-
SE) SOBRE SI MATEIX 
INFINITES VEGADES
Parlem sobre aquestes dues paraules….busquem−les al diccionari
 
ElS FRACTALS A LA NATURA
TOTES AQUESTES IMATGES SÓN OBJECTES NATURALS
SABEM IDENTIFICAR-LOS? 
Podem dir que tenen estructura Fractal??
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....però els fractals són matemàticament innovadors i sofisticats
Han revolucionat les matemàtiques introduint un nou concepte
la seva Dimensió Fractal   (no us espanteu!)
 
 
ELS FRACTALS A LA CIÈNCIA I EL ART
També trobem Fractals
MÚSICA
ART
LITERATURA…
Els Fractals han afavorit importants avanços en
* TÉCNICA : antenes fractals pels mobils i cotxes
* ECONOMIA : prediccions de borsa
* GEOLOGIA : Geologia : estudi de terratrèmols (sismologia)
* FÍSICA : estructura dels àtoms i prediccions meteorològiques
ETC, ETC, ETC
Els Fractals han afavorit importants avanços en
•MEDICINA (Hi ha molts òrgans amb estructuta Fractal!!)
Estudis malalties neurodegeneratives, del càncer,…
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Fractals Lineals
Geomètrics
TRIANGLE DE SIERPINSKI
TETRAEDRE DE SIERPINSKI
QUADRAT  DE  SIERPINSKI
FLOC DE NEU DE KOCH
ESPONJA DE MENGER
CONJUNT DE CANTOR
CORBA DE HILBERT
ARBRE DE PITÀGORES
PENTÀGON DE SIERPINSKI
Observeu bé…Treballarem amb ells…
 
 
FRACTUS
FRACTA
FRACTORUM…
FRACTALS
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UNITAT DIDÀCTICA : ELS FRACTALS I 
 
ACTIVITAT 1. FEM UN MURAL AMB FRACTALS GEOMÈTRICS 
        ACTIVITAT D’EQUIP 
 
Heu de construir un mural amb els següents requisits 
1. Heu de fer una breu ressenya (3 o 4 línies per pregunta) sobre què són 
els fractals, on els podem trobar i per què serveixen. 
2. Heu d’incorporar els traçats que fareu a continuació (els podeu 
enganxar amb cola) 
3. Per fer els traçats definitius podeu fer servir cartolines de colors o el 
tipus de paper que desitgeu. També podeu personalitzar-los amb 
colors,...   
 
Us recordo que haureu d’afegir el retallable del Triangle de Sierpinski al mural. 
Trobareu les instruccions al final 
 
Us recordo TAMBÉ que avaluarem aquest treball, feu atenció a  
 L’exactitud de les mesures aplicades  
 La precisió del traçat 
 El retallable : proporcions i tall 
 La pulcritud en la presentació 
 L’originalitat del mural 
 
Pautes de Traçat 
 
Materials necessaris : llapis, goma d’esborrar, suport de paper 
 
Fractal 1: Flog de Neu de Koch 
 
1. Dibuixar amb llapis un triangle equilàter de 150 mm de costat al més centrat possible  
2. Fer una estrella, per això  
a. Dividir cada costat del triangle en tres parts iguals i esborrar el segment del mig 
b. Repeteix aquesta operació als altres dos costats del triangle 
c. Dibuixar un triangle equilàter considerant com a base cada costat esborrat 
3.  Repetir els pas anterior 1 vegada ( farem en total 2 repeticions = 2 iteracions!) PERÒ 
aquest procés es pot repetir una vegada i una altra vegada sobre cada segment 
obtingut…indefinidament 
El resultat que es va aconseguint ha de ser similar al que ens mostra la Figura 1 
 
 Figura 1. Primeres iteracions del floc de neu de Koch 
                
     Iteració 0             Iteració  1            Iteració 2      Iteracions successives......podem  
      continuar  indefinidament...... 
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Fractal 2: Triangle de Sierpinski 
 
1. Dibuixar amb llapis un triangle equilàter de 150 mm de costat 
2. Marcar el punt mitjà a cada costat del triangle  
3. Unir els punts, ¿Quants triangles hi ha ara? Identificar el triangle interior i retallar-lo o 
pintar-lo per diferenciar-lo de la resta 
4. Per iterar, Repetir els passos 2 i 3 als triangles que queden. Tornant a retallar o pintar 
els triangles interiors en cada cas. 
5. Repetir els mateixos passos 2 vegades ( farem 3 iteracions!) PERÒ aquest procés es pot 
repetir una vegada i una altra vegada sobre cada segment obtingut…indefinidament 
 
El resultat que es va aconseguint ha de ser similar al que ens mostra la Figura 2 
 
Figura 2. Primeres iteracions  del triàngle de Sierpinski 
 
Fractal 3: Quadrat de Sierpinski 
 
1. Dibuixar amb llapis un quadrat de 150 mm de costat 
2. Dividir els quadrat en 9 quadrats iguals, per fer això 
a. Dividir un costat en tres parts iguals 
b. Traçar paral·leles al costat contigu i que passin pels punts de divisió marcats 
c. Repetir l’operació amb els altres dos costats 
3. Identificar el quadrat central i retallar-lo o pintar-lo per diferenciar-lo 
4. Repetir els passos 2 i 3 als quadrats que queden. Tornant a retallar o pintar els quadrats 
interiors en cada cas. 
5. Repetir els mateixos passos 1 vegada ( farem 2 iteracions!) PERÒ aquest procés es pot 
repetir una vegada i una altra vegada sobre cada segment obtingut…indefinidament 
 
El resultat que es va aconseguint ha de ser similar al que ens mostra la Figura 3 
                                       
Figura 3. Primeres iteracions del quadrat de Sierpinski 
 
LES INSTRUCCIONS PER FER EL RETALLABLE DEMANEU-LI A LA 
PROFESSORA  
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UNITAT DIDÀCTICA : ELS FRACTALS I 
 
ACTIVITAT 2. DEFINIR VISTES ISOMÈTRIQUES DE L’ESPONJA DE 
MENGER.                                            ACTIVITAT INDIVIDUAL 
Dibuixa les tres vistes de l’Eponja de Menger. Iteració 2 respectant els colors de cada 
vista. La fletxa indica la Vista que escollim com alçat. Costat del quadrat inicial 45 mm. Feu 
servir paper quadriculat (1 quadradet són 5 mm) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L’esponja de Menger és una versió tridimensional del Quadrat de Sierpinski que ja 
coneixeu. Va ser descrit pel matemàtic Austríac  Parl Menger el 1926. 
 
 
                          Figura 1.   Primeres interaccions de l’esponja de Menger 
A la figura 1 podeu veure el resultat de les primeres iteracions del quadrat. 
Identifiqueu la iteració 2 i compareu amb la versió paper de la que heu de treballar 
les vistes, us ajudarà. 
 
A nivells de informació addiconal, OBSERVEU que Per construir-lo s’ha de començar des d’un cub, i 
dividir-lo en 27 petits cubs (9 per costat i un al centre). Com es feia al construir el quadrat de 
Sierpinski, s’elimina el cub central de cada cara i el del centre, així, queden 20 cubs iguals en els quals 
es repeteix l’operació anterior infinitament........ 
 
El nombre de cubs de la formació en cada noment es pot trobar amb: 20n  . On n és el nombre 
d’iteracions (20 multiplicat per si mateix un número n de vegades!), de tal manera que:     
    0 iteracions --> 1 cub 
1 iteracions --> 20 cubs  -- 2 iteracions --> 400 cubs  
3 iteracions --> 8.000 cubs  -- 4 iteracions --> 160.000 cubs 
5 iteracions --> 3.200.000 cubs  -- 6 iteracions --> 64.000.000 cubs 
!!!!!!!!!! 
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UNITAT DIDÀCTICA : ELS FRACTALS II 
 
ACTIVITAT 3. OBSERVAR, DEDUIR I ACOTAR        
                                                            ACTIVITAT INDIVIDUAL 
Dibuixa les següents figures al teu quadern i acota-les seguint la normes d’acotació 
explicades. Per calcular la mesura considera que cada quadrat del paper té 5 mm de costat.  
 
 
 
 
Observa ara el triangle de Sierpinski, 
iteració 1, quines cotes necessitem per 
definir-lo de manera inequívoca?? Per 
acotar el triangle, creus que és important 
saber que és un triangle de Sierpinski? Per 
què? 
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UNITAT DIDÀCTICA : ELS FRACTALS II 
 
ACTIVITAT 4. ESCALAT D’AMPLIACIÓ I ESCALAT DE REDUCCIÓ. 
       ACTIVITAT EQUIPS 
 
Traçar un dels fractals proposats a escala natural, a escala 1:5 i a escala 5:1. 
Decidiu qui fa l’escalat de reducció i qui fa l’escalt d’ampliació 
¿Quines dificultats heu trobat? 
Visualment, ¿Quina relació trobeu entre els dos resultats?, i  
Matemàticament, sabríeu dir la proporció que hi ha entre el més gran i el més 
petit? 
 
A les dues opcions heu d’agafar un Triangle equilàter de referència de 50 mm 
de costat. Per realitzar el traçat recupereu les instruccions donades per a 
l’activitat 1 
 
OPCIÓ 1. Triangle de Sierpinski Iteració 2 (ja l’heu fet a l’activitat 1 
amb 3 iteracions)   
 
 
 Primeres iteracions  del triàngle de Sierpinski 
 
OPCIÓ 2. Flog de Neu de Koch Iteració 2 (ja l’heu fet a l’activitat 1) 
 
        
        Iteració 0             Iteració  1            Iteració 2       
Primeres iteracions del floc de neu de Koch 
 
Després d’escollir l’opció, heu de decidir qui fa el traçat a 
 Escala natural (escala 1:1) 
 Escala de reducció 1:5 
 Escala d’ampliació 5:1 
 
Haureu de lliurar un petit dossier amb els resultats, les qüestions 
plantejades i una breu valoració d’equip sobre l’activitat.  
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UNITAT DIDÀCTICA : ELS FRACTALS II 
 
ACTIVITAT 6. DIBUIXANT FRACTALS AMB EL PROGRAMA GEOGEBRA 
(TRIANGLE DE SIERPINSKI) 
ACTIVITAT INDIVIDUAL 
 
El desenvoluparem a partir d’un triangle equilàter de 3 cm de costat 
Generar el triangle de Sierpinski d’ordre 2, 3 y 4 a partir del triangle equilàter 
definit pels punts A=(0,-3) i B=(6,-3) 
 
ACCIONS PASSOS 
Obrir Geogebra  
Clicar icon   
Modificar l’aspecte  
de la vista gràfica 
Escollir Menú Visualitza. Desmarcar opció eixos 
Escollir Menú Visualitza. Desmarcar opció graella 
 
Definir un triangle 
de costat el  
segment  AB  
Teclejar al camp entrada: A=(0,-3) 
Teclejar al camp entrada: B=(6,-3) 
Teclejar al camp entrada: T=Polígon[A,B,3] 
 
Generem els  
triangles que  
corresponen  
a l’etapa 1 
Cliquem l’icone Punt i escollim Punt Mitjà: 
 
 
• Marquem els punts A y B. S’obté el punt  D.  
• Marquem els punts A y C. S’obté el punt  E.  
• Marquem els punts B y C. S’obté el punt  F.  
•  
Creem el triangle T1 els vèrtex del qual són els 3 punts obtinguts:  
• Seleccionem l’icone triangle (Polígons)  
• Fem clic als punts D, E, F, D  
• Omplim el triangle generat de blanc. Per fer-ho, el seleccionem, cliquem el 
botó dret i anem a  propietats, escollim color blanc i a la pestanya Estil 
l’opció Ombrejat amb valor 100 (també podem anar per l’opció Menú 
Edita-Propietats). 
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Modifiquem el dibuix 
perquè només es 
visualitzin els triangles  
Anar al menú Edita la opció Propietats i desmarcar l’opció Mostra   Objete i Mostra 
Etiqueta dels objectes que no volem que es visualitzin 
 
 
Podem crear una eina 
amb aquesta iteració 
per poder repetir el 
procés sobre qualsevol 
triangle  
Anar a l’opció Eines opció Crear una nova  
• A la pestanya Objectes de Sortida:  D,E,F,T1. 
• A la pestanya Objectes d’Entrada: A y B. 
• A la pestanya Nom i Icone: el que vulguem, podem posar Sierpinski1. 
• Polsa botó D’acord 
Per Aplicar aquesta eina,  
• Cliquem l’icona de l’eina i 
• Marquen els dos punts base del triangle on vulguem executa la iteració  
 
 
 
 
 
 
Els resultats que haurem d’anar aconseguint 
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4. Resultats 
 
Malauradament no he pogut dur a terme la meva proposta didàctica al institut on he fet el meu 
practicum.  
 
El que si he constatat al llarg de l’elaboració d’aquest treball és que són múltiples les 
experiències que s’han desenvolupat a secundària entorn al concepte dels fractals arreu de 
l’Estat espanyol i de Catalunya (Redondo y Haro, 2004, 2005; Obrador Sala, 2005, Grupo PI, 
2005, 2007; Alvárez Saiz, 2009; Resco Martín, 2010; Grupo Lax, 2010; IES Carlos Bousuño, 
2011, IES Antoni Maura, 2011....)  Totes les experiències trobades han estat aplicades a  l’àrea 
de matemàtiques i la majoria per cursos avançats, moltes per batxillerat.  
 
Per Tecnologia no he trobat cap. 
 
En qualsevol cas, la valoració de totes elles ha estat molt positiva. Hi ha molt material gràfic 
(fotos) i redactat que així ho trasmet.  
 
Una alumna reflexiona a la seva valoració personal sobre el seu Treball de Recerca ”...Una de 
les coses més fascinants que he descobert fent el treball de recerca, ha estat explorar el 
conjunt de Mandelbrot. Trobo al·lucinant que d'una funció senzilla puguin sortir formes tant 
complexes, i que es vagi repetint tants cops l'estructura del principi. I també m'ho he passat 
molt bé veient imatges d'aquest conjunt i del conjunt de Júlia, i d'altres fractals: les trobo 
flipants.” 
 
Independentment del nivell associat, com dic, absolutament a totes la valoració dels resultats 
recolzen la idea de que fer ús dels fractals al procés d’ensenyament-aprenentatge a 
l’ensenyament secundari és un estimulant tant per l’alumnat com pel professorat.  
 
Crec, estic convençuda, que els resultats d’aquesta unitat que he preparat, o de qualsevol de 
les propostes obertes plantejades, duta a terme amb entusiasme i de manera planificada seran 
igual de positius i enriquidors. 
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5. Conclusions 
 
Varen ser dues les motivacions que em van portar a fer aquest treball.  
 
Una va ser percebre que els fractals podien ser una potent eina per tractar els continguts de 
tecnologia a secundària, en especial a l’ESO, d’una manera diferent i estimulant per l’alumnat; 
en va semblar molt interessant aplicar els coneixements adquirits al màster per dissenyar i 
programar una unitat didàctica concreta.  
 
La meva conclusió respecte a aquest punt, desprès d’acabat el treball, és de ratificació sobre la 
potencialitat que tenen els fractals com instrument didàctic transversal. Estic convençuda que la 
matèria de tecnologia es pot enriquir, igual que la resta de matèries i per descomptat les 
matemàtiques, incorporant aquest nou concepte extraordinari al desenvolupament dels seus 
continguts. 
 
L’altra motiu motivant, vinculat d’alguna manera a l’anterior, va ser la percepció que vaig tenir 
durant el meu practicum de l’aparent desinterès de l’alumnat per aprendre. Moltes veus, a 
l’àmbit docent també, diuen que l’alumnat no té interès per aprendre, que no està motivat. Pot 
ser cert, en qualsevol cas és una veritat a mig fer, per que els/les adolescents són curiosos i 
tenen moltes motivacions i interessos. Llavors, on es troba l’origen d’aquesta divergència? 
Reflexionar sobre aquesta divergència em porta a una conclusió pot ser molt simplista, no 
menys certa per això, però:  El que els ensenyem o el com ho fem no els motiva vers 
l’aprenentatge.   
 
El que hem d’ensenyar, el currículum, no ho podem canviar unilateralment; encara que hauria 
de ser objecte de revisions d’avaluació i millora més continuades.  
 
El com ho fem si ho podem canviar, de fet la responsabilitat de la manera de fer recau 
fonamentalment sobre el centre educatiu, l’equip docent i, en primera instància i de manera 
determinant, crec, sobre el/la professor/a que imparteix una matèria. És en aquest punt on ens 
hem de definir com a professionals docents: hem d’optar per un estil docent que ens permeti 
connectar amb els interessos de l’alumnat.  
 
El marc d’un currículum més aviat tancat en continguts però bastant flexible en l’enfocament 
ens permet experimentar anant més enllà de les repetitives propostes editorials. Crear les 
nostres pròpies propostes didàctiques incorporant i compartint noves troballes que fem al 
nostre propi camí d’autoaprenentatge i, sobre tot, escoltant i observant activament al nostre 
alumnat per tal d’identificar els objectes d’interès per utilitzar-los com a elements inclusors del 
coneixement és optar per un estil docent amb el que m’identifico completament. 
 
Concloent sobre l’importància d’identificar quines són les necessitats educatives de l’alumnat 
hem de tenir voluntat de reflexionar sobre qüestions més universals: sobre el canvi de 
paradigma a l’educació. Són diverses les veus que apunten sobre el canvi de paradigma 
educatiu que estem vivint i comencen a perfilar cap a on a d’anar l’educació a les escoles per 
tal de convergir amb la realitat de la societat actual (Ken Robinson, 2009). Des d’aquesta 
perspectiva, qüestionar-se la validesa de l’estructura formal i operativa de les escoles pensades 
i construïdes en base al model de societat industrial, o analitzar la relació entre el creixent 
número arreu del mon de casos diagnosticats relacionats amb els  trastorns d’aprenentatge i el 
disseny del sistema educatiu actual, o conèixer els estudis científics i estadístics que 
demostren que la rigidesa del propi sistema deteriora l’innat pensament divergent al llarg del 
procés educatiu...són qüestions que hem de deixar obertes a la reflexió.    
 
 
 
 
Per últim, donar les gràcies a la meva tutora de l’UPC, la Sílvia Illescas pel seu recolzament i 
positiva col·laboració i al professor del màster Toni Hernández per haver-me parlat en algú 
moment dels Fractals, ni que fos de passada,  i de Ken Robinson que tant m’ha fet reflexionar 
sobre el fet educatiu. 
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